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CARLO FELICE MANARA

dell’ Universits di Milano

Orientamenti e questioni attuali di topologia

(Conferenza tenuta il 15 marzo 1960) (*)

SunTo. — Si illustrano brevemente alcunc idee fondamentali della Topolo-
gla Algebrica.

1. — Questa conferenza & dedicata alla esposizione di alcuni orien-
tamenti attuall della Topologlia; 1n particolare €1 vorrebbero illustrare
le tendenze formalizzatrict che hanno portato ad applicare nella Topo-
logia alcunt concetti e metodi della Algebra, per mostrar e— attra-
verso aleunl esempi caratteristicli — la potenza ¢ la eleganza di queste
concezioni.

Trascureremo le questioni che nguardano 1 fondamenti e quelle
che sono pertinenti alla assiomatizzazione della Topologia per rima-
nere nell’ambito della Topologia che per intenderci potremo indicare
come « classica » percheé in certo senso generalizza quella che era la
trattazione delle proprieti delle « figure » dello spazio ordinario a tre
dimensioni invarianti per deformazioni continue: essendo qui il ter-
mine «figura » preso nel senso abituale ed elementare del termine.

2. — E noto clie cosa st intenda per « simplesso » ad » dimensiom
in uno spazio R, ad n dimension (con # = 7): é la figura determinata
da certi » — 1 punti indipendenti (‘) che vengono chiamati « verticl »
e formata da tutti { punti dello R stesso che si possono considerare
come baricentri di sistemi di masse (positive o nulle) concentrate nei
verticl.

(*) Pervenuta in tipogratia il 16 Iuglio 1960.

(*) Secondo ['espressione abituale si usa dire che certi (r -+ 1) punti sono indipendenti
se, presi comunque (8 + 1) tra di essi (con 8 < #) lo spazio lincare da questi determinato non
contienc nezsuno tra i punti rimanenti,
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Esempi elerventar di simplessi sono dati dal segmento, dal trian-
golo e dal tetraedro.

I8 possibile mnoltre associare ad ogni simplesso due « orientazioni »,
I'una opposta dell’altra; quando I'nna di esse venga indicata conven-
zionalmente come « positiva» la opposta verra indicata come « ne-
gativa ». Pertanto indicando coh + =’ un dato simplesso ad » di-
mensiont con una determinata orientazione considerata come positi-
va, il sumbolo — =" indica convenzionalmente lo stesso simplesso
considerato con la orientazione opposta.

11 simplesso «’ avente per vertici 1 punti ¢,. ¢,. ...., ¢, s suole in-
dicare con il simbolo

(1) = (. €, ..., &)

con la convenzione che lo scambio di due vertici nell’ordine di enun-
clazione porti ad indicare il simplesso che ha orientazione opposta di
quello indicato nella (1) stessa.

Analogamente ricordiamo che si intende come « faccia » di un sim-
plesso ad » dimensioni un simplesso ="~ ad ¥ — 1 dimensioni che ha
per verticl soltanto 7 tra gli (r + 1) vertici del simplesso dato; pertanto
un dato simplesso ad » dimensioni ammette » + 1 faccie; la faccia del
simplesso (1) che & determinata da tutti i vertici escluso il A-esimo
(con £ =0, 1, 2, ..., ) si vuole indicare ¢ol simbolo

A

(2) T =, €, s Gy €y Gy ey €))L

E possibile inoltre considerare una orientazione « indotta» dal sim-
plesso 7 su una sua faccia qualunque; tale orientazione viene definita
convenendo che la orentazione della faceia (2) sia concorde o discorde
con quella del simplesso (1) a seconda che 1 sia pari o dispari.

Ovviamente anche un unico punto pud essere considerato come
un simplesso a zero dimensioni, simplesso a ¢l pud essere attribui-
ta una orientazione arbitraria (da indicarsi ancora come positiva o
negativa).

Infine ricordiamo che cosa si intende per « complesso simpliciale»
ad » dimensioni: un insieme K di un numero finito di simplessi orientati,
ad 7 dimensioni, due a due non intersecantisi. Allora ¢ noto che & pos-
sibile definire 1 cosiddetti « coefficienti di incidenza » del complesso
simpliciale nel modo seguente:
dati due simplessi =" e ="' nispettivamente ad r e ad (» — 1) dimensioni
appartenenti al dato complesso simpliciale K. «i indica con (=7 : =™-1)
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e sl chiama coefliciente di incidenza un numero, che & uguale a 0, + 1,
— 1; e precisamente sl pone

(3) (<" 177 ) =0,

se 1l simplesso ©-' non & faceia del simplesso =7:
(4) (zF 77 =+ 1.

se il simplesso t7-' & faccia del simplesso " assumendo 1l segno +
se la orientazione indotta da " su =7-! coincide con quella che é stata
prefissata. 1l segno — nel caso contrario.
Per 1 coefficienti di incidenza ora richiamati valgono le proprieta
fondamentall seguenti:
1) considerato il simplesso (1) definito dal vertic ¢, e, ... e,
ed il simplesso (2), per le convenzioni poste 81 ha

(5) (7 5 = (— 1)

2) fissato un simplesso t"° appartenente al simplesso (1) e
dettl =7~ e ,"~' due simplessi incidenti a t’~* e che siano entrambi

faccie del simplesso (1) st ha

(6) (<" =" - (v, "' 2™+ (72, ('rkr_] D) = 0.

1

D1 conseguenza st pud dimostrare che, comunque siano scelti due sim-
plessi ©' e =’ appartenenti allo stesso complesso sinpliciale, si ha

@ (e (5 ) = 0

essendo la sominatoria estesa a tuttl 1 simplessi ad » -—— 1 dimenslont
appartenenti al complesso simpheiale.

Queste convenzioni e proprieta si estendono immediatamente an-
che ad un complesso simpliciale « curvo », cioé al complesso che si ot-
tiene trasformando un complesso simpliciale mediante una trasforma-
zlone biunivoca e continua senza eccezionl che intercede tra lo spazio
euclideo R, in cul giace il dato complesso simpliciale ¢ un altro spazio
euclideo R .

F noto infine come si giunge al concetto generale di « cella » di
uno spazio euclideo ed al concetto di « complesso di celle ».

St ottiene di poter definire 1] concetto di coefficienti di incidenza
anche a1 complessi di celle estendendo le convenzioni gia poste.

Un particolare, indicate con ¢’ e t"~! due celle ad » ed r — 1 di-
mehsioni rigpettivamente appartenentl al complesso, si pongono per
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1 coeflicientt di incidenza, definiti con procedimento analogo a quello
tenmto per 1 simplessi, le note convenzioni:

(8) (—t ) = ) = ()

S1 giunge cosl al concetto di a-complesso di celle; viene chiamato
cosi un complesso per cul sta valida la relazione

(9) S () = 0

%
essendo ¢ ¢ * due celle ad r ed # -—— 2 dimensiomt ed egsendo [a som-
matoria estesa a tutte le celle ad » —1 dimensioni del complesso.

Nel seguito parleremo brevemente di o complesso » intendendo
indicare un a-complesso, cloé un complesso di celle per cur valga la
proprieta (9). salvo esplicito avviso contrario.

N1 giunge immediatamente da eld che precede al concetto di
« matriel di incidenza » di un complesso. Fissate le celle dy un com-
plesso e le velative ortentazioni, si ha che la k-esima matnce di inci-
denza E* (b = 0.1, ..., 7 — 1) ha per elementi i coeflicienti di incidenza;
in altre parole 'elemento = * della £-csima matrice di incidenza ¢ dato
da
(10) Eljk‘ — (rlk+l : ljk)
dove 7 e j descrivono gli insiemi degli indiel delle celle a (& + 1) di-
mensioni ¢ ad £ dimensioni rispettivamente che compongono il com-
plesso stesso. : :

La considerazione delle matriel di incidenza permette di determi-
nare moltissime propricta del complesso, e tra 'altro gli invarianti nu-
mericl fondamentali, la orientabilitd ece.

Da un certo punto di vista si potrebbe dire che la introduzione e
"uso sistematico delle matricl di incidenza per determinarc le proprieta
di un complesso costituisce I'iizio dell'uso di strumenti algebrici per
lo studio di proprieta topologiche.

Tn guesto ordine di 1dee s1 giunge alla immediata generalizzazione
con 1] concetto di « catena », che introduce metodicamente nella topo-
logia I'iden tipicamente algebrica di « gruppo ». Considerato un gruppo
abeliano A4 che 91 conviene abitualmente di scrivere come un gruppo
additivo. s1 associa ad ognl cella {7 y-dimensionale del complesso K
un elemento X’ (") del gruppo con la condizione che si abbia

(11) X' (=) = —X"(t');
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si ottiene cost una funzione definita sul complesso A ed avente come
valorl gli elementi del gruppo 4 ; funzione che s1 chiama « catena »
7-dimensionale del complesso K nel dominio det coefficienti A.

NI suole anche convenire di scrivere la catena come wna forma li-
neare nel modo seguente: indicato con a, il valore che la catena ag-
sume 1 corrispondenza alla cella ¢, si pone

(12) X"=Z%Xa ¢t .

N1 ottiene cosi di poter associare al complesso K un gruppo abe-
liano L7 c¢he viene chiamato 1] gruppo delle catene r-dimensionali sul
complesso del dominio dei coeflicientl.

Di conseguenza le proprieta del complesso possono venire espresse
¢ studiate in termini algebricl attraverso le proprieta del gruppo L.

Tra le propneta pin notevoli ricordiamo quelle ¢lie hanno 1l loro
fondamento nel concetto di « contorno » di una cella e nel concettl
che ne derivano. Come & noto 1l contorno di una cella ¢ viene indicato
convenzionalmente con il simbolo 81”7 e viene definito dalla formula
seguente

(13) o = N (Ut )t

N ottiene di qui immediatamente la defimizione del « contorno » della
catena X', mediante la

: »' ¥ TR r_l
(14) o, - S oa (1t )y

Poiché s1 ha ovviamente
(13) (X, + X)) =0X" + 04X,

il simbolo & pud essere considerato come un operatore clie gencra una
corrispondenza univoca (un omomorfismo) tra gruppl e precisamente
tra il gruppo delle catene r-dimensionali e quello delle catene (r — 1)
dimensionall.

IT nucleo di tale omomortismo, cioé l'insteme delle catene r-di-
mensionall che vengono rappresentate sullo zero delle catene (r — 1)-
dimensionall & un gruppn 7 che viene chiamato 11 gruppo dei « cicli »
r-dimensionah del complesso (sempre — beninteso — rispetto al do-
minio < dei coetficienti).

Se indichiamo con B, Pimmagime del gruppo L
diatamente che B & un sottogruppo del gruppo L .

N1 dimostra 1noltre immediatamente che per 'operatove o vale
la relazione fondamentale

, 81 ha imme-
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(16) X" =0

e pertanto 1l gruppo B, risulta essere contenuto nel gruppo dei cieli
r-dimensionali.

Come & noto, invece di dire che una catena X’ appartiene al grup-
po B . ¢ suol dire che essa ¢ « omologa a zero » (rispetto al dominio
del coefficienti a) e si scrive

(17) X' ~0.

Nimtroduce pertanto una relazione, che ¢ gquella di «omologia »,
per la quale 1 dimostra 1l sussistere delle tre classiche proprieta:
riflegsiva, simmetrica ¢ transitiva che caratterzzano le relazioni di
« equivalenza ».

Dalle relazioni gruppall precedenti si passa immediatamente alla
considerazione del gruppo complementare
(18) H o= 7

»

che viene anche chiamato « gruppo di Betti » r-dimensionale (velativo
al dominio del coeflicienti stabilito) del complesso. Gli elementi del
gruppo H vengono chiamati anche «classi di omologia ».

Nel caso m cui il gruppo .1 dei coefhicienti é il gruppo abeliano
del numeri interi (rispetto all'operazione di addizione) il rango del
gruppo di Betti viene chiamato « numero di Betti» r-dimensionale.
In questo caso gli elementi di ordine finito del gruppo di Betti danno
1l cosidetto « gruppo della torsione r-dimensionale » del complesso.

Non possiamo ricordare tutte le feconde conseguenze che si pos-
sono trarre da questa impostazione formale dello studio delle proprieta
topologiche; osserviamo a titolo di esempio che in essa ) inquadra fa-
cilmente anche un altro concetto che scaturisce immediatamente dalle
considerazioni svolte puco fa a propostto del « contorno » di una cella
e di una catena. NI tratta. del eosidetto « co-contorno » (o anche con-
torno superiore) che per una cella ¢ viene indicato stmbolicamente con
3t e definito da

(19) B =X (¢ ) -t
j

e per la catena (12) viene definito da

(20) BX” =X a (£7' 1 47) -t

. ?
ij

S1 dimostra che per I'operatore 3 ora introdotto vale una proprietd



formale analoga alla (16) e pertanto si ginnge alla considerazione del
concetto di « cociclo» e di « gruppo di coomologiay.

Non ¢ possibile entrare qui nei particolari in relazione alle moder-
ne ricerche In questo campo: bastl aver illustrato brevemente la fe-
condita dei concetti che sorgono dall’accopplamento della Topologia
che si potrebbe chiamare classica con 1 metodi formah dell’Algebra.

3. — Abbiamo brevemente rchiamato 1 concetti di « gruppi di
omologla » e di «eclassi di omologia »,

Ricordiamo po1l bhrevemente che & possibile definire un altro con-
cetto, quello di «classt di omotopia», che stabilisce una relazione tra
entl topologici notevolmente pid restrittiva della relazione che con-
siste nell’appartencre alla stessa classe di omologia.

Non essendo possibile dare qui una trattazione rigorosa, cl limi-
tiamo a dire qualche parola a titolo di illustrazione.

S1 penst ad una varieta topologica (*) ed un suo punto x. Si pensi
pol ad una curva regolare e senza punti doppi 2 che s1 snodi nell’in-
terno della varieta partendo da @ ¢ ritornando al punto stesso; si
pensl pol ad una deformazione continua del circuito nell’interno della
varieti. deformazione che mantenga fisso 1l punto ». Tutte le curve
che si ottengono da » attraverso una deformazione cosiffatta si dicono
appartenere alla stessa « classe di omotopia » (relativa al punto x).

Per tali classt di omotopia si puo definire una operazione di « com-
posizione » che le assimila agli elementi di un gruppo (in generale non
abeliano) che viene chiamato « gruppo fondamentale » o « gruppo di
PoINcARE » della varietd,

La considerazione di tale gruppo ¢ di essenziale importanza per
la determinazione della struttura topologica della varieta. Per dare un
esempio mi limiterd a ricordare la varietd che si ottiene « tagliando »
il piano proiettivo complesso lungo 1 punti di una curva algebrica f;
la considerazione del gruppo di PoINcARE di tale varieta & essenziale
per la risoluzione della questione della esistenza di una funzione al-
gebrica a piu valori der punti del piano, che ammetta la curva fcome
curva di diramazione.

Il concetto di « classi di omotopia » a cul appartengono le curve
regolarl Immerse in una varieta e passantl per un punto z di questa
viene Immediatamente generalizzato al caso in cul invece di curve si
trattli di varieta a dimensione superiore ad 1 Immerse nella varietd
data.

(3) I! concetto di « varietd topologica » & qui supposto noto.
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Anche in questi casl si possono definire le « classi di omotopia »
¢ 1l = gruppo di omotopia ».

La loro considerazione & di essenziale Importanza per la risoluzione
di fondamentali problemi topologici, per es. quellt relativi a spazi fibra-
1. di cui parleremo tra poco.

4. — Un ulteriore esempio di Intima compenetrazione tra metodi
di carattere algebrico ¢ Topologia & dato dalla teorta moderna degli
spazi fibratl. La definizione di spazio fibrato B si pud dare, come &
noto, secondo STEEXROD (*) facendo mtervenire:

1) uno «spazio base» X;

2) uno «spazio fibra» Y;

3) una operazione univoca p (proiezione) che fa corrisponderc
ad un punto di B un punto dello spazio base X

4) un gruppo G che operi effettivamente sugli elementi della
fibra Y,
con le seguenti condizioul:

5) esista una famigha di aperti V7, che ricopre completamente
lo spazio base tn modo che la corrispondenza @, la quale opera tra
I'insieme p-' (V) e Pinsieme V, XY, prodotto topologico di V; e
della fibra Y sia un omeomorfismo;

6) indicato con xr un punto dello spazio base che appartiene
contemporaneamente a due insiemi V', e 7 la corrispondenza @,~' @,
che muta in s¢ la fibra che si proietta in x appartenga al gruppo G.

Un esempio elementare di spazio fibrato é dato dalla quadrica
rigata: per spazio base pud esserc presa una direttrice e le fibre sono
rappresentate dalle generatrici. Altrl esempi €1 possono dare in cui la
fibra e rappresentata addirittura da un gruppo.

Tra 1 problemi fondamentali degli spazi fibrati ricorderemo quello
della esistenza di una « sezione trasversale » (traduciamo cosi ’espres-
sione inglese tecnica «ecross section ») cioé i una rappresentazione
dello spazio base X sullo spazio fibrato; per es. nel caso della quadri-
ca & chiaro che una sezione trasversale ¢ fornita da una qualungue
retta che si appoggi a tutte le generatrici.

B di notevole interesse osservare che molti problemi di carattere
topologico «in grande » si pussono esprimere con concetti della teorla
degli spazi fibratt e risolvere con i metodi della teoria stessa. In parti-
colare per es. s1 possono dare delle condizioni hecessarie per 1'esistenza
di una sezione trasversale che si rivelano di grande utilitd nella pra-

(®) Rinunciamo ad esporre qui la definizione di EERESMANN ¢ FELDBAU.
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tica e sono basati sull’esame dei gruppi di omotopia dello spazio base
e della fibra.

Per es. 1l classico teorema che afferma la non esistenza di un campo
di vettor) tangenti regolare e non nullo in nessun punto di una sfera &
un tipico risultato che pud essere espresso nella teoria degli spazi
fibrati: Invero s1 puo assumere come spazio base la sfera e come fibra
relativa ad un punto lo spazio lineare dei vettori tangenti ivi alla sfe-
ra stessa. L operazione di proiezione ¢ quella che fa corrispondere ad
un vettore tangente il punto in cul esso tocca la sfera e il gruppo G &
quello delle trasformazioni linear: in sé dello spazio di vettor: tangenti
In un punto.

Ovviamente se fosse possibile assegnare una corrispondenza che
ad ogni punto della sfera associasse un vettore tangente non nullo
1 modo regolare, sarebbe di conseguenza possibile eseguire uyna se-
zione trasversale sullo spazio fibrato corrispondente. L’applicazione
del eriteri di non esistenza porta come conseguenza il classico teorema
che abbiamo ricordato.

Rinunciamo qui al tentativo di esporre altri visultati per limitarci

a ricordare che nell’esame dei problemi che riguardano lesistenza o
meno di sezioni trasversall possono essere usatl in modo efficace ed
msostituibile non soltanto gh struments dedotti dalla teora della omo-
topia ma anche quelli forniti dalla teoria della coomologia che abbiamo
ricordato piu sopra.
5. — Non possiamo qui dare un’idea. anche monca ed approssimativa,
del colleganient1 che queste teorie hanno con la teoria delle forme dif-
ferenziall esterne, teoria che ormal s1 & costituita come un cdificlo
mponente che illumina tanta parte della Geometria Algebrica e della
Teoria dei gruppl continul.

I pochi cenni che abbiamo dato possono farcl pensare che forse
ci troviamo di fronte ad un fenomeno analogo a quello che segui
la mvenzione della Geometria Analitica. Puo darsi che come a suo
tempo la introduzione dei metodi algebrici per Jo studio delle questioni
geometriche ha portato a progresst imponenti tanto della Geometria
che dell’Algebra. anche l'introduzione di metodi di Algebra astratta
in Topologia apra orizzonti nuovi ai domini di queste due scienze
affascinanti.
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