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CARLO FELICE MAKARA 
dell' Unù.wrsità di Milano 

Orientamenti e questioni attuali di topologia 
(Conferenza tenuta il 15 marzo 1960) (*) 

SUNTO. - Si illustrano brevemente alcune i(ìe(' fondamentali della Topolo
gia Algebrica. 

1. - Questa conferenza P dedicata alla esposizione di alcnni orien
tamenti attuali della Topologia: in particolare si vOlTebbero illustrare 
le tendenze formalizzatriei ehe hanno portato ad applicare nella Topo
logia aleuni ('oneeHi e metodi della Algebra, per mostrar ~- attra
verso a.lcuni f'senlpi caratteristici - la potenza ('. la eleganza eli queste 
conCeZlonI. 

TraselJl'~ ..emo le questioni che riguardano i fondamenti e ~uelle 

che Rono pertiTumti alla assionlatizzazione della rl'opo]ogia rWl' ritna
nere nell'ambito della 'l'opologia che per intenderei potremo indicare 
com" ({ classica» perchi· in certo senso genemlizza qnella che ('l'a la 
trattazione delle propri"th ,lelle « figure)) dello spazio ordinario a tre 
dilnensioni invarianti per defornlazioni continue: e&senc1o qui il ter
mine" figura» preso nel senso abituale ed e1erllent,arc dci termine. 

2. - È noto ehe cosa si intf'nc1a. per ( sirnpleRso :0) ad T dinlensioni 
in uno spazio R" ad ti. dimensioni (eon ti. 2': t'): è la figura determinata 
da cert.i t' - l punti indipendenti (') che vengono chiamati « vertici)) 
e formata da t.uui i punti dello R" st.esso che si possono considerare 
come baricentri di sistemi di masse (positive o nulle) concentrate nei 
vertici. 

(*) PPTvenuta in tipogratia il 16 luglio 1060. 

(1) Sf'('ondo l'espressione abitualE' si Ilsa dire chI" eerti (f +- l) punti SOIlO indipendprlti 
se, pI'~i eomunque (8 + 1) tra di essi (con 8 <; r) lo 8p:\7.10 [jn~';H'c da questi determinato nOli 

contitne nf':<osuno tra i punti rimam,nti. 
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Esempi elementari di simp!cssi sono dati dal 8egmento, dal trian
golo e dal tetraedro. 

È possibile inoltre associare ad ogni simplesso due {{ orientazioni ", 
l'una opposta dell'altra; quando l'una di esse vellga indicata conveno 
zìonalnlente eorne ( posit,iva)) la oppo~ta verrà indieata COlnc (\ ne
gativa n. Pertanto indicando ('on +~' nn dato simplesso ad r di
mensioni con una deterrninata orientazione eonsidrrat,a COlne positi
va, il simbolo -~' indica convenzionalmente lo st,esso simplesso 
considerato con la orientazione opposta. 

n sìmplesso TI avente per vertie.i j punti f el ••••• : e, ."i suole inw 
dicare con il simbolo 

(1) T ~o (eo' Cl' .... , e,) 

con la convenzione che lo scambio di due vertici nell'ordine di enun
ciazione porti ad indicare il simplesso che ha orientazionc opposta di 
quello indicato nella (J) stessa. 

Analogan1ente ricordiamo che si intende ('ome «( faccia)) di un sirn
plesso ad -r dimensioni un simplesso ~ H ad j" -- l dimensioni che ha 
per vertici soltanto -r tra gli (j" + I) vertici dci simplesso dato; pertanto 
un dato simplesso ad -r dimensioni ammette -r + l faccie; la faccia del 
simplesso (I) che è determinata. da tutti i vertici eselu80 il k-esimo 
(con k ~ O. I, 2, ... , r) si vuole indicare ('01 sim1Jolo 

A 

(2) ",/-1 == (CO) el , ... , eA;--p ekJ ek - p ,... , e,) . 

È possibile inoltre considerare una orientazione « indotta)) dal Silll
plesso T' su una sua faccia qualunque; tale orientazione viene definita 
convenendo che la orientazione della faccia (2) sia concorde o di8corde 
con quella del simplesso (I) a seconda che k sia pari o dispari. 

Ovviamente anche un unico punto può ess,'re considerato come 
un simplesso a zero dirrlensioni, sin1plesRo a l'111 può essere attribui
ta una orientazione arbit.raria (da indiearsi aneora eorne positiva o 
negativa), 

Infine ricordiamo che cosa si intende per {( complesso simpliciale)) 
ad r dimensioni; un insieme K di un numero finito di simplessi orientati, 
ad .;- dimensioni, due a due non intersecantisi. Allora è noto che è pos
sibile definire i cosiddetti « coefficienti di incidenza" del complesso 
simpliciale nel modo seguente: 
dati due simplessi~' e ,,'-' rispettivamente ad r e ad (-;- - I) dimensioni 
appartenenti al dato complesso silllpliciaJe K. si indica con (,,' : ~'_l) 
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e si chiama coefficiente di incidenza un numero, che è uguale a O, + l, 
~ l: e precisamente si pone 

(3) 

se il simplesso T'-' non è faccia del simplesso ~': 

(4) 

se il simplesso T,-I è faccia del simplPsso T'assumendo il segno + 
se la orientazione indotta da T' su ~'_l coincide con quella che è stata 
prefissata, il segno --- nel caso contrario, 

Per i coefficienti di incidenza ora richiamati valgono le proprietà 
fondameli tali seguent,i: 

1) considerato il simplesso (I) definito dai vertici e", Cl' '" e, 
cd il simplesso (2), per le convenzioni poste si ha 

(5) 

2) fissato un simplesso T'-' appartenente al simplesso (1) e 
detti ~:_l e ,;-' due simplessi incidenti a T"-2 e che siano entrambi 
farcie del simplesso (1) si ha 

(6) (,' : ~,'.I) , (T,'-' : T'-2) + (T' : ~:-I) , (T;-J : T'-') = O, 

Di conseguenza si può dimostrare che, comunque siano scelti due sim
plc8si T e T' -2 appartenenti allo stesso complesso simpliciale, si ha 

(7) L (T': ",'-') , (T,'-' : ~'-') ~ O 

essendo la sommatoria estesa a tutti i simplessi ad l' -- 1 dimensioni 
appartenenti al complesso simpliciale, 

Queste convenzioni e proprietà si estendono immediatamente an
che ad un complesso simpliciale « curvo )l, cioè al complesso che si ot
tiene trasformando un eomplesso simpliciale mediante una trasforma
zione biunivoca e eontinua senza eccezioni che intt"l'eede tra lo spazio 
euclideo R. in cui giace il dato complesso simpliciale e un altro spazio 
euclideo R t, 

È not~ infine tOllle si giunge al concetto generale di «( cella )} di 
llno spazio euclideo ed al concett.o di "complesso di celle)). 

t'i ottiene di poter definire il concetto di coefficienti di incidenza 
anche ai "o!l\plessi di ce11" estendendo le convenzioni già poste. 

Un partieolare, indicate con t' e t'-' due celle ad r ed r - 1 di
mensioni rispettivamente appartenent.i al complesso, si pongono per 
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l coefficienti di incidcnza, definiti con procedimento analogo a quello 
tL'llnto per l silnp1essi) le note eonvenzioni: 

(8) (- t' : t'_') ~ (l' : 

Si giunge così al concetto di a-l'omplesso di celle: viene chiamato 
così un cOlllplesso per eni S.la valida. la relazione 

(9) ~ W : t; ') . (t;_J : t'-') c, O , 
essendo t' l' t' , dne (,elle a<1 f ed r --- 2 dinHmsioni ed essendo la 30m

matoria estesa a tutte le celle ad r-- l dimcnsioni del eOlllplesso. 
1'\cl seguito parleremo brevemente di "complesso" iUh'udendo 

indieare un a.-cOlnplesso: ciop un eomplesso di l'elle per tui valga la 
proprietit U)). salvo esplicito avviso contrario. 

i'!i giunge immediatamente da ciò che precede al concetto di 
"lnatrici di incidenza 1) di nn complesso. Fissate le celle di un com
pl\·~~o p lp. l'e1ative orientazioni, si ha che la k-esiJna mat.rice di inel
,l,'nm E' (k _. O. 1. _'" f - 1) ha per elementi i coefficienti di incidenza: 
in altre parole l'elemento ~'J' della k-esima matrice di incidenza è dato 
da 

(lO) 

dove i e j ,](w-rivono gli insil'lni degli indici delle celle a (k + l) di
Illcnsioni c ad l.: dimensioni rispettivatllcnte che eonlpongono il COI11
pleBso stesso. 

La consid"razionf' delle mat,rici di incidenza permette di detenni
nare Illoltissime proprietà del complesso, e tra l'altro gli invarianti nu
merici fondamentali, ],c orientabilità eee. 

Da nn certo punt.o cli vista si potrebbe dire che la introduzione e 
l'uso sistematico delle matrici di inl'idenza per' deterOlinaI'l' leprolJriet:' 
di un COHllllt.'l'ìI"i() eost.it.nisee l'inizio df'lruso di stnnnenti alge1Jriei per 
lo stndio di proprieLì topologiehe. 

In queRto ordine di idee si giunge ana itnmediata generalizzazione 
con il t'oncl'lt.o di " catena n, che introduce metodicamente nella topo
logia ridv,l tipie,Htllente algebl'iea di \i gruppo n. Considerat.o un gruppo 
abeliano A che ,i conviene abit.ualmente di scrivere come un gruppo 
additivo, si associa ad ogni cella t' l'-dimensionale del complesso K 
nn elplllento X' (t') de] grnppo con la condizione che si abbia 

(11) x' (- t') ~ - x' (t') ; 
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si ottiene cosi una funzione definita sul eomplesso It ed avente eome 
valori gli elementi del gruppo A; funzione ehe si chiama « catcua" 
r-dimensionale del complesso It nel dominio dei coefficienti A, 

fo5i suole anche convenire di serivel'e la. catena eOUle una. forrnn li
neare nel modo segueTltp: inciicat,o CoOII i.:t, il valore c1le' la eatrna 3S
SUllle iu eorrispondenza alla cella t:, si pone 

(12) 

~i ottiene eosi di poter aSRoeiare al ('o1l1pl(-'::ì:-;o K un gruppo abe
liano L' el", viene chiamato il gruppo del!t' catene T-dimensionali sul 
eomplesso del dominio dei eoefficienti. 

Di conseguenza le proprietù del complesso pOSSOIlO Vl'.nire espr8"c 
e Htudiate in tE'l'mini algebrici attraven30 1(' propriet~J, del gruppo L'. 

Tm le propriet.ù più not.evoli ricordiamo quelle el", hanno il loro 
fondamento nel concetto di « cont.orno,' di una eella e nei concet.t.i 
el,e 111' (ÌPrivano. Come è noto il contorno di una cella t' viene indicato 
eonVl'nziouahll('nt,e con il simholo bI' e viC'ne definito dalla formula 
~wguente 

(13) bt' ~- ~ W : t: ') , t,' -, . 

~i ottiene di qui lllllllPciiatatllt'nte la definizioni' rlel (( contorno )) dfll1a 
catena ~\"r, mediantp. la. 

(14 ) òX, ~a,(t.,' 1.'-1) 1'-',, 
Poichè ~i ha ovviampntt', 

(13 ) ò (X,' + X,') ~ òX,' + òX,'. 

il Rim bolo ò puù essere cOllsidp,rato eonlC un oprratol'e elll' genera una 
eorriSpOlH.l(,lll<1 urli,,'oea (un onlOnlorfisrrlO) t,l'a gruppi e prceisalnentr 
tra il gruppo d,'lle ('atene ,-dimensionali e quello delle catene (r -" ]) 
dinlPnsionali. 

Il nncleo dl tale OnlOl) IOrti i:'1l1O , cioè l"insiE'me delle eatellU r-di
men8ionuli dle vengono rappreHentate sullo zero rJelle caterll' (r - 1)
dimensionali .~ un gruppo ZI' ch(\ Vi('I1(' chiamato il gruppo dei « cieli j) 

r-dimensionali del comple8,'" (se'"pre - beninteso- rispett,o al do
minio IJ dei coefficienti). 

Se inclithii.l.lllO ('OH Br l'immaginl' del gruppo LI +1 si h<1 llllnlP.
diatalllPntl' che B, è lm sottogruppo (!t'I gl'llppO L" 

Si dimostra inolt.n' immediatamente che per l'operatore b vale 
la relazione fondamentale 
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(16) òòX' = O 

e pertanto il gruppo B, risulta "ssere contenuto né! gruppo dei cieli 
r-dimensionali. 

Com" è noto, invece eli dire che una catena X' appartiene al grup
po B" si suoi dire che essa ò " omologa a zero " (rispetto al dominio 
dei coefficienti a) e si scrive 

(17) 

~i introduee pertanto una relazione, ehe (>. quella di III)tl101ogia. )l, 

per la quale si dimostra il sussistere delle tre elassiche proprietà: 
riflessiva, simn1et.l'iea e transitiva ehe earatt81'izzano le rela;;:ioni dì 
« equivalenza )), 

Dalle relazioni grllpp,di precedenti si passa immediatamente aJla 
considerazione del gruppo complementare 

Z,
(18) II ,. = 

B, 

che vipn(' anche chiamato « gruppo di Betti Il T-dimensionaie (relativo 
al dominio d,·i coefficienti stabilito) del complesso. Gli elementi del 
gruppo lI, vengono chiamati anche '( classi di omologia n. 

N l'l caso in eui il gruppo "1 dl·i eoeflicienti è il gruppo aheliano 
dei numeri interi (rispetto all'operazione di addizione) il rango del 
gruppo di Betti viene chiamato '. numero di Betti ,I t-dimensionale, 
fn questo caso gli elementi di ordine finito del gruppo di Betti dànllo 
il cosidetto « gruppo deJla torsione l'-dimensionale" del complesso. 

N011 possiamo ricordare tutte le feconde consegllenze che si pos
sono tralTe da questa impostazione formale dello studio delle proprietà 
tnpnlogiche; osserviamo a titolo di esempio ciI(' in essa si inquadra fa
eilmente anche nn alt,ro ("olleet,f,o che scaturisce immediatament.e dalle 
considerazioni &volte- puco fa a proposito del « contorno Il di una cella 
e di una catena. ~i tnH.t,'l dd cosidetto " co-contorno Il (o anche con
torno superiore) che pt'r una cella t' viene indicato simbolicamente eon 
31' e definito da 

(19) 

e per la catena (12) viene definito da 

(20) ax' ~c 2: a (t'·" : t 'l' t.'·+I. 
li l J ' J 

Hi dimostra che per l'operatore 8 ora introdotto vale una proprietà 
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formale analoga alla (16) e pertanto si giunge alla cOl1sider:17,ione del 
concetto di "coci... lo n e di « gruppo di coomologian. 

Xon p possibile entrare qui nei particolari in relazione alle moder
ne ricerche in questo campo: hasti aver illustrato brevemente la fe
condità dei concetti che E'orgono dall'accoppiamento della 'l'opologia 
che si potrebbe chiamare Glassica con i metodi formali dell'Algebra. 

3. - Abbiamo brevemente richiamato i concetti di "gruppi di 
omologia )l e di «( classi di onlologia )1, 

Ricordiamo poi brevemente che è possihile definire un altro con
cetto, quello di "classi di omotopia)), che stahilisce una relazione tra 
enti topologici nokvolrnente più restrittiva ,ldla relazione che con
siste nelrappartellC're ,1lla stessa elasse di olllologia. 

Xon essendo possibile dare qui una trattazione rigoro"l, ci limi
tiamo a dire qualche parola a titolo di illustrazione. 

Sì pensi ad una varietà topologica (2) ed un suo punto x. Si pensi 
poi ad una ('urva regolare e ,,'Ilza punti doppi ), che si snodi nell'in
terno della \',lrietà partendo da :r c ritornando al punto stesso; si 
pensi poi ad una deformaziolle continua del cireLlito nell'interno della 
varietà, deformazione che mantenga fisso il pnnto J'. Tut,te le curve 
che si ottengono da ), attraverso una deformazione cosiffatta si dicono 
appartenere alla stessa "elasse di omotopia" (relativa al punto x). 

Per tali classi di omotopia si può definire una operazione di « com
posizione)) che le '1bsimila agli elementi di un gruppo (in generale non 
abeliano) che viene chiamato « gl'uppo fondamentale)) o (, gruppo di 
POINCARÉ » della varietà. 

La consideri\zione di tale gl'uppo è (li essenziale importanza per 
la determinazione della struttura. topologica della varietà. Per dare un 
esempio mi limiterò a. ricordare la varietiL che si ottiene « tagliando» 
il piano proiettivo complesso ILmgo i punti di lIna curva algehrica f; 
la considerazione del gruppo di POINCARÉ di tale varietà è essenziale 
per la risoluzione della questione della esistenza di una funzione al~ 

gebrica a più valori dei punti del piano, che ammetta la curva f eonle 
eurva di diramazione. 

Il concetto di « classi di omotopia " a Clli appartengono le curve 
regolari immerse in una varietà e passanti per un punto x di questa 
viene inlnlediatanlente generalizzato al easo in cui invece di curve si 
tratti di varietà a dimensione superiore ad l immerse nella varietiL 
data. 

(2) Il concetto di (I varietà t.opologica.), è qui. supposto noto. 
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Anehe in questi easi si possono definire le « dassi di omotopia» 
e il" gruppo eli omotopia ». 

La loro eonsiderazione è di essenziale importanza per la risoluzione 
di fondamentali problemi topologici, l'N es. qudIi relativi a spazi fibra
ti. di cui parleremo tra poco. 

4. - Un ulteriore esempio di intima compenetrazione tra metodi 
di carattere algebrico e Topologia è da.to dalla teoria. moderna degl; 
spazi fibrati. La definizione di spazio fibrato B si può dare, come è 
noto, secondo STEEXROD (') facendo intervenire: 

l) uno « spazio base» X: 

2) uno" spazio fibra j, Y; 
3) una operazione univoca p (proiezione) che fa corrispondere 

ad un punto di 13 un punto deUo spazio base X: 
4) un gruppo (! che operi effettivamente sugli elementi della 

fibra Y; 
con le seguenti condizioni: 

5) esista una f"miglia di "perti V, che ricopre completamente 
lo spazio base in modo che la corrispondenza <1:>, la quale opera tra 
l'insieme p_l (V;J e l'insieme Vj x Y, prodotto topologico di Yj c 
della fibra Y sia un omeomorfismo: 

6) indicato con :r un punto dello spa,zio base che appartiene 
1contemporaneamente a due insierni l/l e l'i la corrispondenza cD j  (1)1 

che muta in sè la fibra che si proietta in :r apparteng" al gruppo G. 
Un esempio elementare di spazio fibrato è dato dalla quadrica 

rigata: per spa.zìo base puù essere presa una direttrice e le fibre sono 
rappresentate dane generatrici Altri esempi ~i possono dare in cui la 
fibra è rappresentata addirittura da un gruppo. 

Tra i problemi fondarnent,ali deg1i spazi fibrati ricorderemo quello 
della esistenza di una" sezione t,'asversale » (traduciamo così l'espres
sione inglese tecnica « cross seetion nl cioè di una rappresentazione 
dello spazio base X sullo sp",zio fibrato; per es. nel caso della quadri
ca è chiaro che una sezione trasvcrsalc è fornita da una qnalunque 
retta che si appoggi a tutte le generatrici. 

È di notevole interesse osservare che molti problemi di carattere 
topologico « in grande» si possono esprimere con concetti della teoria 
degli spazi fibrati e ri50lvere con i metodi della teoria stessa, In parti
colare pcr es. si possono dare delle condizioni necessarie per l'esistenza 
di una sezione trasversale eh" si rivelano di grande utilità nella pra

(3) Rinunciamo ad esporre qui la definizione di EHRESMANN e Fll:LDBAU. 
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tica e sono basati sull'esame dei gruppi di omotopia dello spazio base 
e della fibra. 

Per es. iI classico teorema che afferma la non esistenza di un campo 
di vettm'i tangent.i regolare e non nullo in nessun punto di una sfera è 
un tipico risultato che può essere espresso nella teoria degli spazi 
fibrati: invero si pnò ,l.t\sumere come spazio base la sfera e come fibra 
relativa ad un punto lo spazio lineare dci vettori tangenti ivi alla sfe
ra stessa. L'operazione di proiezione è quella che fa corrispondere ad 
un "ettore tangente il pnnto in cui esw tocca la sfera e il gruppo G è 
quello delle trasformazioni lineari in sè dello spazio di vettori tangenti 
in un punto. 

On'iamente se fosse possibile assegnare una corrispondenza che 
ad ogni punto della sfera associasse un \'dtore tangente non nullo 
in Illodo regolal't', sarebbe di C'OJ1segUt'nZH. p(j~Hibil(~ eseg'uire una se
zione trasversale sullo spazio fibrato l'OlTispond(,nte. L'app!icaziotl<) 
dei crite-ri di non esistenza porta eonw l'·Ollseguenza il classico teorema 
ehe abbiamo ricordato. 

Rinuneiamo qui al tentativo di esporre altri riwltati per limitarci 
a rieordare ehe nell'esame dei problemi che riguardano ['esistenza o 
111eno di sezioni t.rasversali possono es~ere usati in nlOdo efficace ed 
insostituibile non soltanto gli strumenti dedotti dalla teoria della omo
topia ma anche quelli forniti dalla t,eoria della <:oomo!ogia ehe abhiamo 
rieordato più sopra. 
5. - Xon possiarno qui dare un'idea, anche monca ed approssin1a.tiva~ 

dei eollegamenti che queste teorie hanno con la teoria dellr: fornl" dif
ferenziali esterne. teoria ehe ormai oi è eootituita eom(' un edificio 
imponente dw illumina tanta parte della Geometria Algebrica e della 
T p-oria dei gruppi continui. 

I poehi cenni ehe abbiamo dat.o possono farei pensare "he forse 
ei tro"iumo di fronte ad un fenomeno analugo a quello che sr:guì 
la im'enziOll(' della Geometria. Analitica. Può darsi che come a sno 
tempo la introduzione dei meto(li algebrir;i per lo studio delle questioni 
geometriche ha portato a progressi imponent.i tanto della Geometria 
che delL-\lgelJra, anche ['int.roduzione di metodi di Algebra astratta 
in Topologia apra orizzonti nuovi ai domini di queste due scienze 
affascinanti. 
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